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2.1. Ideales monomiales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.2. Conjuntos finitos de puntos en An y Pn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.3. Ideales de determinantes genéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.4. Saturaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3. Problemas abiertos 18
3.1. La igualdad entre las potencias ordinarias y simbólicas . . . . . . . . . . . . 18
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1. Una introducción a las potencias simbólicas

1.1. Descomposición primaria y primos asociados

Uno de los resultados fundamentales en álgebra conmutativa es el hecho de que todos
los ideales en cualquier anillo Noetheriano tienen una descomposición primaria. Podemos
pensar en ese teorema como una generalización del Teorema Fundamental de la Aritmética,
que dice que todos los enteros n pueden ser escritos como un producto de primos. De hecho,
un producto de primos es una descomposición primaria: si n = pa11 · · · p

ak
k , la descomposición

primaria del ideal (n) es (n) = (pa11 ) ∩ · · · ∩ (pakk ). No obstante, este ejemplo puede ser
engañoso, porque sugiere que los ideales primarios son simplemente potencias de ideales
primos. ¡No! Es un poco más complicado que eso.

Definición 1.1. Un ideal Q en un anillo R es primario si para todos los a, b ∈ R tales que
ab ∈ Q, si a /∈ Q entonces bn ∈ Q para algún n > 1.

Observación 1.2. El radical de un ideal primario es siempre un ideal primo. Si el radical
de un ideal primario Q es el primo P , entonces decimos que Q es un ideal P -primario.

Ejercicio 1.3. Si el radical de I es un ideal maximal, entonces I es un ideal primario.

Pero no todos los ideales que tienen un radical primo son primarios, como veremos en
Ejemplo 1.23.

Definición 1.4 (Descomposición primaria reducida). Una descomposición primaria del ideal
I consiste en ideales primarios Q1, . . . , Qn tales que I = Q1 ∩ · · · ∩Qn. Una descomposición
primaria es reducida si ninguno de los Qi puede ser quitado y si

√
Qi 6=

√
Qj para cada

i 6= j.

Ejercicio 1.5. Mostrar que una intersección finita de ideales P -primarios es un ideal P -
primario.

Observación 1.6. Una descomposición primaria siempre puede modificarse para ser redu-
cida. Basta quitar cualquier componente que sea innecesaria y sustituir componentes con el
mismo radical por su intersección. La intersección de ideales primarios con el mismo radical
P es un ideal P -primario.

Tal como si prometió, descomposiciones primarias siempre existen:

Teorema 1.7 (Lasker [Las05], Noether [Noe21]). Todo ideal en un anillo Noetheriano tiene
una descomposición primaria.

Demostración. Una demostración moderna puede ser encontrada en [Mat80, Section 8].

Ejemplo 1.8. Algunos ejemplos de descomposiciones primarias:

a) Si I es un ideal radical, I puede ser escrito como intersección de sus primos minimales; el
número de primos minimales es finito dado que el anillo es Noetheriano. Ideales primos
son primarios y entonces escribir I como la intersección de sus primos minimales es
precisamente escribir una descomposición primaria de I.
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b) El ideal (xy, xz, yz) en C[x, y, z] es radical, entonces basta encontrar sus primos minima-
les. Es fácil de verificar que (xy, xz, yz) = (x, y) ∩ (x, z) ∩ (y, z) es una descomposición
primaria. Más generalmente, los ideales monomiales radicales son precisamente los ideales
monomiales generados por monomios libres de cuadrados y las componentes primarias de
un ideal monomial también son monomiales.

c) Las descomposiciones primarias, incluso las reducidas, no son necesariamente únicas. Por
ejemplo, sobre cualquier campo k, el ideal (x2, xy) en k[x, y] tiene infinitas descomposicio-
nes primarias reducidas: para cualquier n > 1, podemos tomar (x2, xy) = (x)∩(x2, xy, yn).
No obstante, estas descomposiciones tienen algunas cosas en común: por ejemplo, los ra-
dicales de las componentes primarias, que son siempre (x) y (x, y).

¿Qué información podemos extraer de una descomposición primaria? ¿Tiene algún sentido
que las descomposiciones sean únicas? ¿Qué primos pueden aparecer como radicales de las
componentes primarias de I? Comencemos por la última pregunta: los primos que aparecen
son de hecho interesantes.

Definición 1.9 (Primo asociado). Sea M un R-módulo. Un ideal primo P es un primo
asociado de M si satisface una de las siguientes condiciones equivalentes:

(a) Existe un a ∈M , a 6= 0, tal que P = annR(a).

(b) Existe una inclusión de R/P en M .

Si I es un ideal de R, decimos que un primo asociado del R-módulo R/I es un primo
asociado de I. Denotaremos el conjunto de los primos asociados de I por Ass(R/I).

En un anillo Noetheriano, el conjunto de los primos asociados del ideal propio I 6= 0 es
siempre no vaćıo y finito. Más aún, Ass(R/I) ⊆ Supp(R/I), donde Supp(M) es el soporte
del módulo M , el conjunto de los primos P tales que MP 6= 0. Los primos minimales del
soporte de R/I coinciden con los primos asociados minimales de I: estos son precisamente
los primos minimales de I. Demostraciones de estos hechos y más sobre primos asociados en
[Mat80, Section 7].

Ejercicio 1.10. Sea R un anillo Noetheriano e I un ideal en R. Probar que el primo P es
asociado de I si y sólo si depth (RP/IP ) = 0.

Dado un ideal I, no estamos interesados sólo en sus primos asociados, también en los
primos asociados de sus potencias. Afortunadamente, el conjunto de los primos asociados
a alguna potencia de I es finito, un primer resultado fue demostrado por Ratliff [Rat76] y
después extendido por Brodmann [Bro79].

Definición 1.11. Sea R un dominio Noetheriano e I 6= 0 un ideal en R. Definimos

A(I) =
⋃
n>1

Ass (R/In) .

Teorema 1.12 (Brodmann, 1979). Sea R un dominio Noetheriano e I 6= 0 un ideal en R.
Para n suficientemente grande, Ass (R/In) es independente de n. En particular, A(I) es un
conjunto finito.
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La relación entre la descomposición primaria y los primos asociados es la siguiente:

Teorema 1.13 (Descomposición primaria). Sea I = Q1 ∩ · · · ∩ Qn una descomposición
primaria reducida de I, donde Qi es un ideal Pi-primario para cada i. Entonces

Ass(R/I) = {P1, . . . , Pn} .

Si Pi es minimal en Ass(R/I), entonces Qi es único y está dado por

Qi = IPi ∩R,

donde − ∩R denota la preimagen en R por el morfismo natural R −→ RP .

Demostración. En [Mat80, Section 8].

No obstante, si Pi es un primo encajado de I, lo que significa que Pi no es minimal en
Ass(R/I), la componente primaria correspondiente a Pi no necesariamente es única.

Ejemplo 1.14. Volvamos al último ejemplo, el ideal I = (x2, xy) en k[x, y]. Todas las
descomposiciones primarias reducidas de I tienen precisamente dos componentes, una para
cada primo asociado a I: (x) y (x, y). La componente minimal es siempre (x), por que cuando
localizamos en (x), y si convierte en un elemento invertible e I(x) = (x)(x). La otra componente
es (x, y)-primaria, dado que (x, y) es el único primo encajado de I. Esa componente encajada,
como vimos antes, puede tomar muchas formas, tales como (x2, xy, yn) para cada n.

1.2. Potencias simbólicas: definición y propiedades básicas

Para obtener la n-ésima potencia simbólica del ideal radical I, tomamos la intersección
de las componentes minimales en una descomposición primaria de In, descartando las com-
ponentes encajadas .

Definición 1.15 (Potencias Simbólicas). Sea R un anillo Noetheriano e I un ideal en R sin
primos encajados . La n-ésima potencia simbólica de I es el ideal

I(n) =
⋂

P∈Min(R/I)

(InRP ∩R) .

Observación 1.16. En el caso en el que P es un ideal primo,

P (n) = P nRP ∩R = {a ∈ R : sa ∈ P n para algún s /∈ P} .

Cada una de las siguientes propiedades caracteriza completamente las potencias simbólicas
de un ideal primo P :

La n-ésima potencia simbólica de P es la única componente P -primaria en una des-
composición primaria reducida de P n.

La n-ésima potencia simbólica de P es el ideal P -primario más pequeño que contiene
a P n.
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La igualdad P (n) = P n es equivalente a la condición de que P n sea un ideal primario. En
particular, si m es un ideal maximal, mn = m(n) para todo n: un primo encajado de mn seŕıa
un primo conteniendo estrictamente el único primo minimal, m, pero como m es maximal
tal primo no puede existir.

Observación 1.17. Si I = P1 ∩ · · · ∩Pk es un ideal radical con primos minimales P1, . . . Pk,

I(n) = P
(n)
1 ∩ · · · ∩ P (n)

k .

Esto es una consecuencia del hecho de que IRP = PRP para cada primo minimal P .

Ejercicio 1.18. Mostrar que si P es un ideal primo, P (n) es el ideal más pequeño P -primario
que contiene a P n.

Ejercicio 1.19. Mostrar que si m es un ideal maximal, mn = m(n) para todo n.

Observación 1.20. En la definición de arriba, el hecho de que I no tiene primos encajados
implica en particular que Ass(I) = Min(I). No obstante, cuando I tiene primos encajados,
tenemos realmente dos definiciones distintas de potencias simbólicas, intersectando InRP ∩
R con P variando en Ass(I) ó en Min(I). Vamos a concentrarnos en ideales sin primos
encajados, por lo que esta distinción no es relevante.

Ambas definiciones tienen sus ventajas. Cuando tomamos P variando sobre Ass(I), te-
nemos siempre I(1) = I, aunque cuando P varia sobre Min(I) podemos garantizar que I(n)

coincide con la intersección de las componentes primarias de In correspondientes a los primos
minimales de I.

Lema 1.21. Sea I un ideal sin primos encajados en un anillo Noetheriano R.

(a) I(1) = I.

(b) Para todo n > 1, In ⊆ I(n).

(c) Ia ⊆ I(b) si y sólo si a > b.

(d) Si a > b, entonces I(a) ⊆ I(b).

(e) Para todo a, b > 1, I(a)I(b) ⊆ I(a+b).

(f) In = I(n) si y sólo si In no tiene primos encajados .

Demostración.

(a) Dado que todos los primos asociados de I son minimales, por el Teorema 1.13 tenemos

I =
⋂

P∈Ass(R/I)

(IRP ∩R) = I(1).

(b) Para todos los primos P asociados a I, In ⊆ InRP ∩ R, dado que cualquier conjunto
está contenido en la preimagen de su imagen por cualquier función.
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(c) Si a > b, entonces Ia ⊆ Ib ⊆ I(b). Por otro lado, si Ia ⊆ I(b), entonces para cualquier
primo P asociado a I, tenemos (IP )a = (Ia)P ⊆

(
I(b)
)
P

= (IP )b. Sea J = IP . Si a < b,

tendŕıamos Ja = J b, lo cual por el Lema de Nakayama implicaŕıa J = 0 y entonces
I = 0.

(d) Porque Ia ⊆ Ib y tomar preimagenes preserva inclusiones.

(e) Basta localizar en los primos asociados a I(a+b), que son los mismos que los primos
asociados a I. En la localización, tenemos IaIb = Ia+b.

(f) Los primos minimales de In y I son los mismos, dado que
√
In =

√
I. Una descomposición

primaria reducida de In tiene la forma

In = I(n) ∩Q1 ∩ · · · ∩Qk,

donde Q1, . . . , Qk son componentes primarias correspondientes a cada primo encajado
de In. No existe ninguna componente Qi precisamente cuando In = I(n).

Como (e) sugiere, aunque I no tenga ningun primo encajado, In puede tener primos
encajados y en particular las implicaciones contrarias a (b) y (d) no son satisfechas en general.

Las potencias simbólicas de un ideal coinciden con las potencias usuales si el ideal está
generado por una sucesión regular. No obstante, esta no es una condición suficiente – habla-
remos más sobre esto más tarde.

Lema 1.22. Si I está generado por una sucesión regular en un anillo Cohen-Macaulay,
entonces In = I(n) para todo n > 1.

Demostración. Dado que I está generado por una sucesión regular, el anillo graduado aso-
ciado a I, el anillo graduado

⊕
n>0 I

n/In+1, es isomorfo a un anillo de polinomios sobre R/I
en el mismo número de variables que generadores de I. En particular, In/In+1 es un módulo
libre sobre R/I para cada n. Entonces los primos asociados a R/I y In/In+1 son los mismos.
Consideremos la siguiente sucesión exacta:

0 // In/In+1 // R/In+1 // R/In // 0 .

Por [Mat80, Lemma 7.F], Ass (R/In+1) ⊆ Ass (In/In+1) ∪ Ass (R/In). Cuando n = 1, tene-
mos Ass (R/I2) ⊆ Ass (R/I) y como siempre tenemos que Ass(R/I) ⊆ Ass (R/I2), conclui-
mos que los primos asociados a I2 son los mismos que los primos asociados a I. Procediendo
por inducción obtenemos el resultado.

En particular, las potencias simbólicas de un ideal primo no son, en general, triviales:

Ejemplo 1.23. Consideremos un campo k, un entero positivo n > 1 y sean A = k[x, y, z],
p = (x, z), I = (xy − zn) y R = A/I. Consideremos el ideal primo P = p/I y notemos
que y /∈ P . Dado que xy = zn ∈ P n, tenemos x ∈ P (n). No obstante, x /∈ P n y entonces
P n ( P (n).

En particular, P n no es un ideal primario, pero su radical es primo.
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La igualdad entre potencias ordinarias y simbólicas de un ideal primo puede fallar aún
en un anillo regular:

Ejercicio 1.24. Consideremos el ideal I = I2(X) generado por los menores 2 × 2 de una
matriz 3× 3 genérica,

X =

x1,1 x1,2 x1,3
x2,1 x2,2 x2,3
x3,1 x3,2 x3,3


en el anillo de polinomios R = k[X] = k [xi,j | 1 6 i, j 6 3] generado por las variables que
aparecen en una matriz X sobre el campo k. Mostrar que g = detX ∈ P (2), pero g /∈ P 2.

Ejemplo 1.25. Sea k un campo , R = k[x, y, z] y consideremos el morfismo ψ : R −→ k[t]
dado por ψ(x) = t3, ψ(y) = t4 y ψ(z) = t5. Sea P el ideal primo

P = kerψ =

x2y − z2︸ ︷︷ ︸
f

, xz − y2︸ ︷︷ ︸
g

, yz − x3︸ ︷︷ ︸
h

 .

Vamos a demostrar que P (2) 6= P 2.
Primero, consideremos una graduación no estándar en R para que ψ sea un morfismo de

grado 0 e I un ideal homogéneo: x con grado 3, y con grado 4 y z con grado 5. Entonces
f tiene grado 10, g tiene grado 8, h tiene grado 9 y el polinomio fg − h2 es homogéneo de
grado 18. Notemos que fg − h2 = xq donde q es un elemento de grado 18 − 3 = 15. Dado
que x /∈ P y fg − h2 ∈ P 2, tenemos q ∈ P (2). No obstante, todos los elementos en P tienen
al menos grado 8, entonces todos los elementos en P 2 tienen al menos grado 16 y por tanto
q /∈ P 2. Concluimos que P 2 6= P (2).

1.3. Potencias simbólicas y geometŕıa

Una de las motivaciones para estudiar las potencias simbólicas es el hecho de que en un
anillo regular, las potencias simbólicas de un ideal radical corresponden a una noción de
potencia geométrica natural por el siguiente resultado clásico:

Teorema 1.26 (Zariski–Nagata [Zar49, Nag62]). Sea R = C[x1, . . . , xd] e I un ideal radical
en R. Para todo n > 1,

I(n) =
⋂
m⊇I

m∈mSpec(R)

mn.

Podemos pensar en este resultado como una versión de orden más elevada del Teorema de
Nullstellensatz. Nullstellensatz nos dice que los ideales maximales en R estan en biyección
con los puntos en Cd y que los polinomios en nuestro ideal radical I son los que se anulan
en cada punto de la variedad algebraica correspondiente en kd:

I =
⋂
m⊇I

m∈mSpec(R)

m.
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Los polinomios que se anulan en cada punto de la variedad correspondiendo a I forman un
ideal maximal m que contiene a I. El Teorema de Zariski–Nagata nos dice entonces que los
polinomios que se anulan hasta orden n en nuestra variedad son precisamente los polinomios
en I(n) — los polinomios en mn son precisamente los que se anulan hasta orden n en los
puntos que corresponden a m.

Vamos a demostrar este teorema a través de una descripción adicional, usando operadores
diferenciales:

I(n) =

{
f ∈ R

∣∣ ∂a1+···+ad

∂xa11 · · ·x
ad
d

(f) ∈ I para cada a1 + · · ·+ ad < n

}
=

⋂
m⊇I

m∈mSpec(R)

mn.

Podemos describir potencias simbólicas usando operadores diferenciales más generalmen-
te, sobre cualquier campo perfecto. Para eso, usaremos la siguiente definición:

Definición 1.27 (Operadores Diferenciales). Para una k-álgebra R finitamente generada,
los operadores diferenciales k-lineales en R de orden n, Dn

R ⊆ Homk(R,R), están definidos
de la siguiente forma:

Los operadores diferenciales de orden cero son simplemente las funciones R-lineales:

D0
R|k = R ∼= HomR(R,R).

Decimos que δ ∈ Homk(R,R) es un operador de orden n y escribimos δ ∈ Dn
R, si

[δ, r] = δr − rδ

es un operador de orden n− 1 para todo r ∈ D0
R|k.

El anillo de operadores diferenciales k-lineales en R es DR|k =
⋃
n∈N

Dn
R|k.

Si R y k son claros en el contexto, escribimos sólo Dn y D.

Definición 1.28. Sea R una k-álgebra finitamente generada, I un ideal en R y n un entero
positivo. La n-ésima potencia diferencial k-lineal de I es

I〈n〉 = {f ∈ R | δ(f) ∈ I para cualquier δ ∈ Dn−1
R }.

El Teorema de Zariski–Nagata dice que las potencias diferenciales de I son lo mismo que
sus potencias simbólicas:

Teorema 1.29 (Zariski–Nagata [Zar49, Nag62], cf. [DDSG+18]). Sea R = k[x1, . . . , xd],
donde k es un campo perfecto y sea I un ideal radical. Para todo n > 1,

I(n) = I〈n〉 =
⋂
m⊇I

m∈mSpec(R)

mn.
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Para probar este teorema, precisamos de entender potencias diferenciales un poco mejor,
para demostrar en última estancia que tienen las mismas propiedades que caracterizan a las
potencias simbólicas. Vamos a mostrar que para cualquier ideal primo P :

1) P 〈n〉 es un ideal P -primario. (Lema 1.33 y Proposición 1.34)

2) P n ⊆ P 〈n〉. (Proposición 1.35)

3)
(
P 〈n〉

)
P

= (PP )〈n〉. (Lema 1.36)

4) Dado un ideal maximal m, mn = m〈n〉. (Observación 1.37)

Dadas estas propiedades, 1) y 2) juntos implican P (n) ⊆ P 〈n〉, dado que P (n) es el ideal más
pequeño P -primario que contiene a P n. Para mostrar P 〈n〉 ⊆ P (n), solo necesitamos mostrar
que esto se verifica después de localizar en P , dado que este es el único primo asociado a
P (n), por el Ejercicio 1.30 abajo. Pero 3) dice que tomar potencias diferenciales conmuta con
localización y después de localizar en P , P se convierte en el único ideal maximal; entonces
4) completa la demostración de que P 〈n〉 ⊆ P (n) para cualquier primo P .

Para el caso más general de un ideal radical I, podemos escribir I como una intersección
de un número finito de primos, digamos

I = P1 ∩ · · · ∩ Pr.

Entonces

I(n) = P
(n)
1 ∩ · · · ∩ P (n)

r = P
〈n〉
1 ∩ · · · ∩ P 〈n〉r = (P1 ∩ · · · ∩ Pr)〈n〉 = I〈n〉.

Ejercicio 1.30. Dados ideales I y J en un anillo Noetheriano R, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) I ⊆ J ;

(b) IP ⊆ JP para todos los primos P ∈ Supp(R/J);

(c) IP ⊆ JP para todos los primos P ∈ Ass(R/J).

Ejercicio 1.31. Para cualquier familia de ideales {Iα}α∈A,

⋂
α∈A

I〈n〉α =

(⋂
α∈A

Iα

)〈n〉
para cualquier n > 0.

Nótese que en lo que sigue y hasta la Proposición 1.35, k puede ser cualquier campo.

Observación 1.32. Dado que Dn−1
R ⊆ Dn

R, concluimos que I〈n+1〉 ⊆ I〈n〉. De hecho, dados
ideales I ⊆ J , tenemos I〈n〉 ⊆ J 〈n〉 para cualquier n > 0.

Lema 1.33. Sea R una k-álgebra finitamente generada, I un ideal en R y n un entero
positivo. El conjunto I〈n〉 es un ideal.

9



Demostración. Sean f, g ∈ I〈n〉 entonces f + g ∈ I〈n〉, dado que para cualquier δ ∈ Dn−1
R ,

δ(f + g) = δ(f)︸︷︷︸
∈I

+ δ(g)︸︷︷︸
∈I

∈ I.

Tenemos que mostrar que rf ∈ I〈n〉 para cualesquiera r ∈ R y f ∈ I〈n〉. Dado δ ∈ Dn−1,
nótese que f ∈ I〈n〉 ⊆ I〈n−1〉, [δ, r] ∈ Dn−2, δ(f) ∈ I y entonces

δ(rf) = [δ, r]︸︷︷︸
∈Dn−2

( f︸︷︷︸
∈I〈n−1〉

)

︸ ︷︷ ︸
∈I

+ rδ(f)︸︷︷︸
∈I

∈ I.

Concluimos que δ(rf) ∈ I y por tanto rf ∈ I〈n〉.

Proposición 1.34. Sea R una k-álgebra finitamente generada. Sea P un ideal primo en R
y n un entero positivo. Entonces P 〈n〉 es P -primario.

Demostración. Vamos a usar inducción en n. El caso base es claro: P 〈1〉 = P es de hecho
P -primario.

Ahora supongamos que P 〈n〉 es P -primario. Para mostrar que P 〈n+1〉 también es P -
primario, precisamos demostrar que para cualesquiera r 6∈ P y f ∈ P tales que rf ∈ P 〈n+1〉,
tenemos f ∈ P 〈n+1〉. Dado δ ∈ Dn,

δ(rf) = [δ, r](f) + rδ(f) ∈ P.

Como rf ∈ P 〈n+1〉 ⊆ P 〈n〉, tenemos f ∈ P 〈n〉 por la hipótesis de inducción. Entonces
[δ, r](f) ∈ P , ya que [δ, r] ∈ Dn−1. Concluimos que rδ(f) = δ(rf) − [δ, r](f) ∈ P. En-
tonces rδ(f) ∈ P y por tanto δ(f) ∈ P , dado que P es un ideal primo y r 6∈ P. Concluimos
que f ∈ P 〈n+1〉.

Proposición 1.35. Sea R una k-álgebra finitamente generada, I un ideal en R y n un entero
positivo. Tenemos In ⊆ I〈n〉.

Demostración. Una vez más usamos inducción en n. El caso base es simple: I = I〈1〉 porque
D0 = R.

Supongamos que In ⊆ I〈n〉. Nótese que In está generado por los elementos de la forma
fg con f ∈ I, g ∈ In. Para mostrar que In+1 ⊆ I〈n+1〉, basta mostrar que fg ∈ I〈n+1〉 para
cada f y g.

Para esto, consideramos cualquier δ ∈ Dn y vamos a mostrar que δ(fg) ∈ I. De hecho,
dado que por hipótesis de indución tenemos g ∈ In ⊆ I〈n〉, concluimos que

δ(fg) = [δ, f ]︸︷︷︸
∈Dn−1

( g︸︷︷︸
∈I〈n〉

)

︸ ︷︷ ︸
∈I

+ f
∈I
δ(g) ∈ I.

Nótese que usamos el hecho de que δf = [δ, f ]+fδ. Finalmente, obtenemos In+1 ⊆ I〈n+1〉.

Lema 1.36. Para cualquier ideal radical I y primo P en una k-álgebra R, (IP )〈n〉 =
(
I〈n〉
)
P

.
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Mucho más se cumple: tomar potencias diferenciales conmuta con la localización en cual-
quier conjunto multiplicativo W [BJNB19, Lemma 3.9].

Observación 1.37. Sea k un campo, R = k[x1, . . . , xd] o R = kJx1, . . . , xdK y m =
(x1, . . . , xd). Entonces

Dn
R = R

〈
1

α1!

∂α1

∂xα1
1

· · · 1

αd!

∂αd

∂xαdd

∣∣∣∣ α1 + . . .+ αd 6 n

〉
.

Si f /∈ mn, entonces f tiene algún monomio de la forma xα1
1 · · ·x

αd
d con un coeficiente λ 6= 0

para algún α1 + ...+αd < n. Fijemos tal monomio que sea también minimal entre los mono-
mios apareciendo en f bajo el orden lexicografico graduado. Aplicando el operador diferencial
1
α1!

∂α1

∂x
α1
1
· · · 1

αd!
∂αd

∂x
αd
d

a un elemento λxα1
1 · · ·x

αd
d obtenemos λ 6= 0 y cualquier otro monomio apa-

reciendo en f es enviado a un monomio no constante o cero. Consequentemente, f 6∈ m〈n〉.
Conluimos que m〈n〉 ⊆ mn. Dado que mn ⊆ m〈n〉 por el Lema 1.35, concluimos que m〈n〉 = mn.

Con una versión mucho más técnica de esta idea, podemos demostrar que si el campo k
es perfecto, podemos tomar cualquier ideal maximal m en una álgebra R esencialmente de
tipo finito sobre k y mn = m〈n〉 también se verifica. Una demostración completa puede ser
encontrada en [DSGJ, Theorem 3.6].

Teorema 1.38 (Teorema de Zariski–Nagata para anillos de polinomios y series de potencias
[Zar49]). Sea k un campo perfecto y R = k[x1, . . . , xd] o R = kJx1, . . . , xdK. Para cualquier
primo P y cualquier ideal maximal m ⊇ P , tenemos P (n) ⊆ mn para n > 1. Más aún,

P (n) =
⋂
m⊇P

m∈mSpec(R)

mn.

Demostración. Por un lado,

P (n) ⊆ P 〈n〉 ⊆ m〈n〉 = mn.

1,34 1,32 1,37

Por otro lado, supongamos que f ∈ mn para todos los ideales maximales m ⊇ P . Para
cada ideal maximal m que contiene a P , tenemos f ∈ m〈n〉 por 1.37 y entonces para cada
δ ∈ Dn−1 tenemos δ(f) ∈ m. Pero R/P es un álgebra finitamente generada sobre un campo
y por esto un anillo Hilbert-Jacobson, entonces todos los ideales primos son una intersección
de ideales maximales:

P =
⋂
m⊇P

m∈mSpec(R)

m.

Entonces ∂(f) ∈ P y f ∈ P 〈n〉.

Existen muchas extensiones de Zariski–Nagata. Eisenbud y Hochster probaron que si P
es un ideal primo en cualquier anillo Noetheriano R, siempre es verdad que

P (n) ⊇
⋂
m⊇P

m∈mSpec(R)

mn,
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con igualdad si R es un anillo regular [EH79]. Notemos que este resultado no necesita que
R contenga un campo. Como la descripción de las potencias simbólicas a través de opera-
dores diferenciales, también existe una versión de este hecho en caracteŕıstica mixta, pero
necesitamos considerar más que los operadores diferenciales. En Z[x1, . . . , xd], por ejemplo,
necesitamos también de alguna noción de diferenciación por enteros primos p, lo que po-
demos obtener a través de las p-derivaciones de Joyal y Buium [Joy85, Bui95], como está
demostrado en [DSGJ].
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2. ¿Cómo calcular potencias simbólicas?

Tipicamente, la definición no es una forma práctica o eficiente de calcular potencias
simbólicas, aún en un anillo de polinomios. Calcular la intersección de las potencias de los
ideales maximales correspondientes también puede ser muy dif́ıcil: a menos que el ideal que
estamos considerando corresponda a un conjunto finito de puntos, tendremos que tomar la
intersección de un conjunto infinito de ideales.

Con la ayuda de una computadora, podemos calcular todas las componentes primarias de
I y In y tomar la intersección (finita) de las componentes apropiadas de In para obtener I(n),
pero desafortunadamente el problema de encontrar una descomposición primaria de un ideal
es notoriamente dif́ıcil. Encontrar la descomposición primaria de un ideal monomial es un
problema NP completo [HS02]. Discutiremos métodos alternativos para calcular potencias
simbólicas, algunos de los cuales son usados por el paquete SymbolicPowers [DGSS17] para
el software de álgebra conmutativa Macaulay2 [GS].

Para algunas clases especiales de ideales podemos calcular potencias simbólicas a través
de métodos que evitan calcular descomposiciones primarias de In.

2.1. Ideales monomiales

Ejemplo 2.1. Sea k un campo y R = k[x, y, z]. En el Ejemplo 1.8 b, encontramos una
descomposición primaria reducida para el siguiente ideal radical:

I = (xy, xz, yz) = (x, y) ∩ (x, z) ∩ (y, z).

Cuando localizamos en cada primo minimal de I, que son (x, y), (x, z) y (y, z), la tercer
variable se convierte en un elemento invertible y las otras dos componentes se convierten en
todo el anillo. La preimagen de (x, y)nR(x,y) en R es (x, y)n. Entonces, para cada n

I(n) = (x, y)n ∩ (x, z)n ∩ (y, z)n.

En particular, xyz ∈ I(2). No obstante, todos los elementos homogéneos de I2 tienen al
menos grado 4 porque I es un ideal homogéneo generado en grado 2. Entonces xyz /∈ I2 e
I2 6= I(2). El ideal maximal (x, y, z) es un primo asociado a I2, porque (x, y, z) = (I2 : xyz).

Ejercicio 2.2. Si I es un ideal generado por monomios libres de cuadrados en k [x1, . . . , xn],
entonces I es un ideal radical y sus primos minimales son generados por variables. Dada

una descomposición primaria reducida I =
⋂
i

Qi, donde cada Qi es un ideal generado por

variables, demostrar que I(n) =
⋂
i

Qn
i .

Más sobre las potencias simbólicas de ideales monomiales en [CEHH16].

2.2. Conjuntos finitos de puntos en An y Pn

Hay diversos ejemplos de ideales radicales correspondientes a conjuntos finitos de puntos
que tienen potencias simbólicas con comportamientos muy interesantes.
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Dado un campo k, un punto af́ın P en An
k con coordenadas (a1, . . . , an) corresponde al

ideal I(P ) = (x1−a1, . . . , xn−an) en k[x1, . . . , xn] y el punto en el espacio proyectivo Pnk con
coordenadas (a0 : · · · : an) corresponde al ideal homogéneo (aix0 − a0xi, . . . , aixn − anxi) en
k[x0, . . . , xn] para cualquier i tal que ai 6= 0. Más generalmente, dado un conjunto de puntos
X = {P1, . . . , Pp} en An

k o Pnk , el ideal correspondiente a X es I(X) = ∩pi=1I(Pi). En ambos
casos, el caso af́ın y el caso proyectivo, las potencias simbólicas del ideal de puntos I(X) son
dadas por I(X)(n) = ∩pi=1I(Pi)

n, los polinomios que se anulan hasta orden n en X.

2.3. Ideales de determinantes genéricos

Los ideales de determinantes genéricos son una de las raras clases de ideales que tienen
potencias simbólicas que podemos describir expĺıcitamente. Aún más, existe una descripción
expĺıcita de las descomposiciones primarias de todas las potencias de ideales en esta familia.

Ejemplo 2.3 (De Concini–Eisenbud–Procesi [DEP80]). Sea k un campo de caracteŕıstica 0
o p > mı́n{t, n − t,m − t}. Consideremos una matriz X genérica n ×m, con n 6 m, en el
anillo de polinomios R = k[X] generado por todas las variables en X y el ideal I = It(X)
generado por los menores t× t de X, para algún 2 6 t 6 n.

Los productos de la forma ∆ = δ1 · · · δk, donde cada δi es un menor si de X, generan
R = k[X] como un espacio vectorial sobre k. Más aún, hay un subconjunto interesante de
estos productos, conocidos como monomios estándar, que forman una base para R como
un espacio vectorial sobre k. Estos son suficientes para describir las potencias simbólicas
de I = It(X) y para dar descomposiciones primarias expĺıcitas de I. Dado un producto
∆ = δ1 · · · δk como arriba, ∆ ∈ I(r) si y sólo si

k∑
i=1

máx{0, si − t+ 1} > r.

Notemos también que cada si 6 n, porque no hay menores mayores que n. El ideal I(r) está
generado por todos los productos ∆ ∈ I(r) de esta forma. En particular, notemos que si
multiplicamos un tal ∆ por menores de tamaño 6 t − 1 no afectaremos el hecho de que ∆
es o no es un elemento de I(n).

El ideal Is tiene la siguiente descomposición primaria:

Is =
t⋂

j=1

(Ij(X))((t−j+1)s) = (I1(X))(ts) ∩ · · · ∩ (It−1(X))(2s) ∩ (It(X))(s) .

Para obtener una descomposición primaria reducida, tomamos la descomposición anterior y
quitamos los Ij(X) con j < n− s(n− t).

Existen fórmulas semejantes para el ideal generado por los menores t× t de una matriz
simétrica genérica n×n [JMnV15, Proposition 4.3 and Theorem 4.4] o para el ideal generado
por las 2t-Pfaffians de una matriz genérica n× n [DN96, Theorem 2.1 and Theorem 2.4]. El
libro [BV88] contiene mucho más información sobre ideales generados por determinantes.

Ejercicio 2.4. Sea I = I2(X), donde X es una matriz genérica 3×3. Encuentra generadores
para I(2).
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Ejercicio 2.5. Demuestra que si I es el ideal de k[X] generado por los menores maximales de
una matriz genérica X, donde k satisface las condiciones del Ejemplo 2.3, entonces In = I(n)

para todo n > 1.

No obstante, estos resultados no nos informan sobre los ideales generados por determi-
nantes de matrices que no sean genéricas.

Ejemplo 2.6. En el Ejemplo 1.25, vimos que P (2) 6= P 2 donde P es el ideal primo

P =
(
x2y − z2, xz − y2, yz − x3

)
en R = k[x, y, z]. Este ideal es generado por los menores 2× 2 de la matriz(

x2 y z
z x y

)
.

Además, como vamos ver en el Teorema 3.2, P (n) 6= P n para todo n. En contraste, por
Ejercicio 2.5 las potencias simbólicas y ordinarias son iguales para todos los ideales generados
por los menores maximales de una matriz genérica.

2.4. Saturaciones

En general, potencias simbólicas son siempre una saturación.

Definición 2.7. Sean I, J ideales en el anillo Noetheriano R. La saturación de I con respecto
a J es el ideal

(I : J∞) :=
⋃
n>1

(I : Jn) = {r ∈ R : rJn ⊆ I para algún n > 1} .

Observación 2.8. Los ideales (I : Jn) forman una cadena ascendente de ideales y entonces
(I : J∞) = (I : Jn) para algún n. Computacionalmente, podemos tomar los sucesivos (I : Jn)
hasta que estos se estabilicen.

Lema 2.9. Sea I un ideal en un anillo Noetheriano R sin primos encajados. Existe un ideal
J tal que para todo n > 1,

I(n) = (In : J∞).

Este ideal J puede ser cualquiera de uno de los siguientes:

(a) El ideal principal J = (s) generado por cualquier elemento s ∈ R que no esté contenido
en ninguno de los primos minimales de I, pero que esté contenido en todos los primos
minimales de In para todo n > 1.

(b) La intersección de todos los primos no minimales en A(I);

(c) La intersección de cualquier conjunto finito de primos P ⊇ I que no sean minimales
sobre I, mientras ese conjunto contenga todos los primos no minimales en A(I).
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Demostración. La notación A(I) indica el conjunto de todos los primos que son asociados a
alguna potencia de I (cf. 1.11), lo que sabemos debe ser un conjunto finito por el Teorema
1.12. Si A(I) consiste solo de primos minimales de I, entonces todas las potencias simbólicas
y ordinarias de I coinciden y por eso podemos simplemente tomar J = R. Supongamos que
algún In tiene algún primo encajado, sean P1, . . . , Pk todos los primos en A(I) que no son
primos minimales de I. Sea s un elemento que no pertenece a ningún primo minimal de
I pero tal que s ∈ P1 ∩ · · · ∩ Pk. Para cada n, consideremos una descomposición primaria
reducida

In = I(n) ∩Q1 ∩ · · · ∩Qt,

donde cada Qj es un ideal primario correspondiente a una componente encajada; el radical de
Qj es necesariamente uno de los Pi. Dado que s ∈

√
Qi para todo i, tenemos (Qi : s∞) = R

y entonces

(In : s∞) =
(
I(n) : s∞

)
∩ (Q1 : s∞) ∩ · · · ∩ (Qt : s∞) = (I(n) : s∞).

Por otro lado, I(n) es interseción de ideales primarios y los radicales de estos ideales no
contienen s. Concluimos que (I(n) : s∞) = I(n). Aśı terminamos la demostración de a).

Tomemos ahora para J la intersección de todos los primos no minimales de A(I). Dado
que s ∈ J , entonces

(In : J∞) ⊆ (In : s∞) = I(n).

Dada una descomposición primaria reducida

In = I(n) ∩Q1 ∩ · · · ∩Qt,

tenemos J ⊆
√
Q1 ∩ · · · ∩

√
Qt. Entonces existe una potencia de J , digamos Jk, que está

contenida en Q1 ∩ · · · ∩Qt y entonces I(n)Jk ⊆ In. Podemos ahora probar b):

I(n) ⊆ (In : Jk) ⊆ (In : J∞).

Finalmente, podemos tomar para J la intersección de cualquier conjunto de primos no
minimales P ⊇ I, mientras este conjunto contenga todos los primos no minimales en A(I).
De hecho, en la demostración de arriba usamos solamente dos hechos: que J contiene algún
elemento que no pertenece a ningún primo minimal de I y el hecho de que J ⊆

√
Q para

cualquier componente primaria reducida Q de In para algún n.

Ejercicio 2.10. Sea (R,m) un anillo local y P un primo con altura dimR − 1. Demostrar
que P (n) = (P n : m∞) para todo n > 1.

Desafortunadamente, encontrar J como en el Lema 2.9 requiere en principio que ten-
gamos algún conocimiento concreto del conjunto A(I). Seŕıa suficiente si tendŕıamos una
estimación del valor n para el cual Ass(R/In) se estabilizara, pero esencialmente no hay
ninguna estimación efectiva de este valor. El número de primos asociados a alguna potencia
de un ideal primo puede ser arbitrariamente elevado [KS19].
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Definición 2.11 (Ideal Jacobiano). Sea k un campo y R = k[x1, . . . , xn]/I, donde I =
(f1, . . . , fr) tiene altura pura h. La matriz jacobiana de R es la matriz dada por

∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xn

. . .
∂fr
∂x1

· · · ∂fr
∂xn

 .

El ideal jacobiano de R es el ideal generado por los menores h× h de la matriz jacobiana.

El ideal jacobiano está de hecho bien definido: la definición no depende de la elección
de una presentación de R. El ideal jacobiano determina el locus singular de R. Más sobre
matrices e ideales jacobianos en [Eis95, Section 16.6].

Teorema 2.12 (Criterio Jacobiano). Sea R = k[x1, . . . , xn]/I con k un campo perfecto y
supongamos que I tiene altura pura h. El ideal jacobiano J define el locus singular de R: un
primo P contiene J si y sólo si RP no es un anillo regular.

Demostración. Ver [Eis95, Corollary 16.20].

Este resultado nos da un truco para calcular potencias simbólicas de ideales de altura
pura en un anillo de polinomios.

Lema 2.13. Sea R = k[x1, . . . , xn] donde k es un campo perfecto e I = (f1, . . . , fr) un ideal
de altura pura h. Sea

J = Ih


∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xn

. . .
∂fr
∂x1

· · · ∂fr
∂xn


el ideal generado por los menores h× h de los generadores de I. Si t ∈ J no está en ningún
primo minimal de I, entonces para todo n > 1,

I(n) = (In : t∞) .

Demostración. Por Lema 2.9, necesitamos sólo demostrar que tal t está contenido en todos los
primos P que son primos encajados de algún In. Supongamos que P es un primo encajado de
In para algún n. Entonces PP es un primo encajado de InP y entonces InP 6= I

(n)
P . En particular,

IP no está generado por una sucesión regular, por Teorema 1.22, entonces (R/I)P no puede
ser un anillo regular. Por Teorema 2.12, P ⊇ J 3 t.
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3. Problemas abiertos

3.1. La igualdad entre las potencias ordinarias y simbólicas

En general, la pregunta de que ideales tienen las mismas potencias ordinarias y simbólicas
es abierta. Hay condiciones en I que sabemos que son equivalentes a I(n) = In para todo n >
1, dadas por Hochster [Hoc73] en el caso que I es primo y extendidas por Li y Swanson [LS06]
para el caso en que I es cualquier ideal radical. Esas condiciones son validas en cualquier
anillo Noetheriano, pero son dif́ıciles de verificar en la práctica, o incluso de describir aqúı.

Pregunta 3.1. Sea R un anillo regular. ¿Para que ideales I sin primos encajados en R
tenemos I(n) = In para cualquier n > 1? ¿Hay algún invariante d dependiendo sólo del anillo
R o del ideal I tal que I(n) = In para n 6 d (o para n = d) implica I(n) = In para cualquier
n > 1?

Sabemos la respuesta a esta pregunta sólo en algunos casos particulares. Uno de esos
casos es [Hun86, Corollary 2.5]:

Teorema 3.2 (Huneke, 1986). Sea R un anillo regular local de dimensión 3 y P un ideal
primo en R de altura 2. Las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) P (n) = P n para todo n > 1;

(b) P (n) = P n para algún n > 2;

(c) P está generado por una sucesión regular.

En particular, si P es un primo de altura 2 en un anillo regular local de dimensión
3, tenemos P (n) 6= P n para todo n > 2 siempre que P tenga al menos 3 generadores.
En dimensión mayor que 3, podemos encontrar ideales primos que no están generados por
sucesiones regulares pero cuyas potencias simbólicas son iguales a las potencias ordinarias.

Ejemplo 3.3 (Example 4.4 en [HH92], caso especial de [Sch91] y Corollary 4.3 en [GH19]).
Consideremos el primo P en R = k[x, y, z, w] que es el núcleo del morfismo R −→ k[s, t]
determinado por x 7→ s3, y 7→ s2t, z 7→ st2 y w 7→ t3, donde k es cualquier campo. Entonces
P (n) = P n para todo n > 1. No obstante, P es un primo de altura 2 minimamente generado
por 3 elementos y entonces no puede estár generado por una sucesión regular.

Teorema 3.4 (See Theorem 2.3 in [CFG+16], also [Mor99, HU89]). Sea R = k[x0, . . . , xn]
donde k es cualquier campo. Sea I un ideal de altura 2 en R tal que R/I es Cohen-Macaulay
y tal que IP está generado por una sucesión regular para todos los primos P 6= (x0, . . . , xn)
conteniendo a I. Entonces I(k) = Ik para cualquier k < n independentemente del número
mı́nimo de generadores de I. Adicionalmente, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) I(k) = Ik para todo k > 1;

(b) I(n) = In;

(c) I está generado por a lo más n elementos.
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Observación 3.5. Notemos que si P es un primo de altura 2 en un anillo de polinomios en
3 variables (n = 2 en el Teorema 3.4), entonces las conclusiones de los Teoremas 3.2 y 3.4
son las mismas, pero el Teorema 3.2 tiene aún más equivalencia con la siguiente condición:

(d) I(k) = Ik para algún k > 2;

Es natural preguntar si a las condiciones del Teorema 3.4 podemos agregar la condición (d).

Más generalmente, hay respuestas para el problema de la igualdades entre potencias
ordinarias y simbólicas también para la clase de los ideales primos licci [HU89, Corollary 2.9].
Para primos de altura dimR− 1, la igualdad de todas las potencias ordinarias y simbólicas
es equivalente a que el ideal este generado por una sucesión regular.

Teorema 3.6 (Cowsik–Nori [CN76]). Sea R un anillo de Cohen-Macaulay local y P un
ideal primo tal que RP es un anillo regular. Si R/P n es Cohen-Macaulay para todo n > 1,
entonces P está generado por una sucesión regular.

Ejercicio 3.7. Sea R un anillo regular local y P un primo tal que dim(R/P ) = 1. Probar
que P (n) = P n para todo n > 1 si y sólo si P está generado por una sucesión regular.

Incluso cuando nos restringimos sólo a ideales monomiales, decidir que ideales satisfacen
I(n) = In para todo n > 1 es una pregunta abierta. No obstante, se conjetura que esta
condición es equivalente a que I sea empacado.

Definición 3.8 (Ideal König). Sea I un ideal monomial libre de cuadrados con altura c en
un anillo de polinomios sobre un campo. Decimos que I es könig si I contiene una sucesión
regular de c monomios.

A pesar del hecho de que todos los ideales monomiales libres de cuadrados contienen una
sucesión regular de longitud igual a su altura, tal sucesión no es necesariamente una sucesión
de monomios.

Ejercicio 3.9. Probar que (xy, xz, yz) no es könig.

Definición 3.10 (Ideal empacado). Sea I un ideal monomial libre de cuadrados en un anillo
de polinomios sobre un campo. Decimos que I es empacado1 si cualquier ideal obtenido a
partir de I tomando cualquier número de variables iguales a 0 ó 1 es könig.

Ejercicio 3.11. Encontrar un ideal empacado y un ideal que no es empacado.

La siguiente conjetura de Gitler, Valencia y Villarreal es una versión en el contexto de
potencias simbólicas de una conjetura de Conforti y Cornuéjols sobre propiedades de max-cut
min-flow.

Conjetura 3.12 (Problema del Empacado). 2 Sea I un ideal monomial libre de cuadrados
en un anillo de polinomios sobre un campo k. Las potencias simbólicas y ordinarias de I
coinciden si y sólo si I es empacado.

1Tradución libre del original packed.
2Packing Problem, en inglés.
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La dirección dif́ıcil es mostrar que si I es empacado, entonces I(n) = In para todo n > 1.

Ejercicio 3.13. Sea I un ideal monomial libre de cuadrados. Probar que si I(n) = In para
todo n > 1 entonces I es empacado.

El Problema del Empacado fue resuelto en el caso en que I es un ideal de aristas de una
gráfica [GVV07].

Definición 3.14 (Ideal de aristas). Sea G una gráfica simple con n vértices {v1, . . . , vn}.
Dado un campo k, el ideal de aristas de G en k[x1, . . . , xn] es el ideal generado por

I =
(
xixj

∣∣ si hay una arista entre los vértices vi y vj
)
.

Teorema 3.15 (Gitler–Valencia–Villareal, [GVV07]). Sea I un ideal de aristas de la gráfica
G. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) G es una gráfica bipartita;

(b) I(n) = In para todo n > 1;

(c) I es empacado.

En cuanto la versión más general del Packing Problem, está aún abierta, la pregunta
de si es suficiente probar I(n) = In para un número finito de n está resuelta para ideales
monomiales.

Teorema 3.16 (Núñez Betancourt – Montaño [MnNnB19]). Sea I un ideal monomial libre
de cuadrados generado por µ elementos. Si I(n) = In para n 6 µ

2
, entonces I(n) = In para

todo n > 1.

3.2. ¿Cuál es el grado de un elemento en I(n)?

Cuando I es un ideal homogéneo en un anillo graduado, las potencias simbólicas de
I también son ideales homogéneos. Es natural preguntar cual es el grado mı́nimo de un
elemento en I(n) para cada n. Si I corresponde a un conjunto finito de puntos en PN , la
pregunta es cuál es el grado mı́nimo de una hipersurperficie que pasa en todos nuestros
puntos con multiplicidad n.

Dado un ideal homogenéneo en R = k[x0, . . . , xN ], denotamos el grado mı́nimo de un
elemento en I por α(I).

Conjetura 3.17 (Nagata [Nag65]). Si I define n > 10 puntos muy generales en P2
C,

α(I(m)) > m
√
n.

Esta pregunta continúa abierta excepto en algunos casos muy especiales.

Conjetura 3.18 (Chudnovsky). Sea X un conjunto finito de puntos en PN e I = I(X) el
ideal correspondiente en k[x0, . . . , xN ]. Entonces

α(I(m))

m
>
α(I) +N − 1

N
.
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El ĺımite de la expresión derecha existe y es el ı́nfimo del mismo conjunto. Más precisa-
mente,

α̂(I) = ĺım
m→∞

α(I(m))

m
= ı́nf

m

α(I(m))

m
.

Podemos reformular la Conjetura de Chudnovsky usando esta constante α̂, conocida como
la constante de Waldschmidt de I. Más precisamente, la Conjetura de Chudnovsky pregunta
si

α̂(I(m)) >
α(I) +N − 1

N
.

Esta conjetura fue mostrada para conjuntos finitos de puntos muy generales en PNk para
campos k algebraicamente cerrados [FMX18, Theorem 2.8]. Es natural preguntar si podemos
extender esta estimación para ideales homogéneos, tal vez sustituyendo N por la altura 3 de
I, lo que se satisface para ideales monomiales libres de cuadrados [BCG+16, Theorem 5.3]. La
Conjetura de Chudnovsky está abierta en los restantes casos. La Conjetura de Chudnovsky
es un caso especial de una conjetura de Demailly [Dem82].

3.3. La Conjetura de Eisenbud–Mazur

Mientras I(2) ⊆ I siempre se cumple, ¿hay algún generador minimal de I en I(2)?

Conjetura 3.19 (Eisenbud–Mazur [EM97]). Sea (R,m) un anillo local obtenido por locali-
zación de un anillo de polinomios sobre un campo k de caracteŕıstica 0. Dado un ideal radical
I en R, I(2) no contiene ningún generador minimal de I, o equivalentemente, I(2) ⊆ mI.

Notemos que esta condición puede fallar en caracteŕıstica prima:

Ejemplo 3.20 (Eisenbud–Mazur [EM97]). Sea p un entero primo e I el núcleo del morfismo

Fp[x1, x2, x3, x4] // Fp[t]
x1

� // tp
2

x2
� // tp(p+1)

x3
� // tp

2+p+1

x4
� // t(p+1)2 .

Consideremos el polinomio f = xp+1
1 x2 − xp+1

2 − x1xp3 + xp4 ∈ I. Este polinomio f es casi
homogéneo y de hecho f ∈ I(2). Por ejemplo, tomando

g1 = xp+1
1 − xp2 ∈ I,

g2 = x1x4 − x2x3 ∈ I,
g3 = xp1x2 − x

p
3 ∈ I,

tenemos
xp1f = g1g3 + gp2 ∈ I2.

3Más precisamente, usando un invariante que vamos definir más tarde, conocido como la altura grande.
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Además, f es un generador minimal de I, o equivalentemente, f /∈ (x1, x2, x3, x4)I. Po-
demos verificar esta afirmación notando que ningún elemento de I contiene un término de
la forma xa4 para 1 6 a < p e I está generado por binomios, entonces basta mostrar que no
existe ningún elemento de la forma xa4 − xb3xc2xd1 en I. Dejamos los detalles como ejercicio.

La Conjetura de Eisenbud–Mazur también puede fallar si el anillo no es regular. La
conjetura está abierta en la mayoŕıa de los casos en caracteŕıstica 0.

Ejercicio 3.21. Probar que la Conjetura de Eisenbud–Mazur es satisfecha por cualquier
ideal monomial libre de cuadrados.

Más generalmente, Eisenbud y Mazur mostraron que si I es un ideal monomial y P es
un primo monomial conteniendo a I, entonces I(d) ⊆ PI(d−1) para cualquier d > 1 [EM97,
Proposition 7]. También mostraron la Conjetura 3.19 para ideales de licci [EM97, Theorem
8] e ideales casi homogenéos sin primos encajados en equicaracteŕıstica 0 [EM97, Theorem
9]. Hay mucho más sobre el estado actual de esta conjetura en [DDSG+18, Section 2.3].

3.4. Álgebras de Rees simbólicas

Las potencias simbólicas de un ideal I forman una familia graduada4, lo que nos permite
empacar todas las potencias en un único objeto graduado, el álgebra de Rees simbólica (o
blowup simbólico) de I.

Definición 3.22 (Álgebra de Rees simbólica). Sea R un anillo e I un ideal en R. El álgebra
de Rees simbólica de I es el álgebra graduada

Rs(I) :=
⊕
n>0

I(n)tn ⊆ R[t],

donde la variable t tiene el papel de indicar el grado.

Esta idea imita la construción del álgebra de Rees de I usual,
⊕

n I
ntn. La diferencia es

que el álgebra de Rees simbólica no es necesariamente un anillo Noetheriano.

Ejercicio 3.23. Probar que el álgebra de Rees simbólica de un ideal I en un anillo R es un
álgebra finitamente generada sobre R si y sólo si es un anillo Noetheriano.

Ejercicio 3.24. Si el álgebra de Rees simbólica de un ideal I en un anillo R es finitamente
generada sobre R, probar que existe k tal que I(kn) =

(
I(k)
)n

para todo n > 1. La implicación
contraria también es satisfecha si R es un anillo excelente.

¿Que ideales tienen un álgebra de Rees simbólica Noetheriana? Por ejemplo, el álgebra de
Rees simbólica de un ideal monomial es siempre Noetheriana [Lyu88, Proposition 1]. Lo que es
más sorprendente es que las álgebras de Rees simbólicas son frequentemente no-noetherianas.
El primer ejemplo fue encontrado por Rees [Ree58] y después Roberts encontró el primer
ejemplo con R un anillo no regular [Rob85], adaptando el contra-ejemplo de Nagata para el
décimo-cuarto problema de Hilbert [Nag65]. El ejemplo de Roberts responde negativamente
a la siguiente pregunta de Cowsik:

4Eso significa que I(a)I(b) ⊆ I(a+b) para todos a y b.
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Pregunta 3.25 (Cowsik). Sea P un ideal primo en un anillo regular R. ¿Es el álgebra de
Rees simbólica de P siempre notheriana, o equivalentemente, un álgebra finitamente generada
sobre R?

La motivación de Cowsik era su resultado [Cow84] mostrando que una respuesta po-
sitiva a esta pregunta implicaŕıa que todos los primos con esta forma tendŕıan que ser
intersecciones completas bajo radical. Eliahou, Huckaba, Huneke, Vasconcelos y otros en-
contraron criterios que garantizan que el álgebra de Rees simbólica es Noetheriana. Cur-
vas monomiales espaciales (ta, tb, tc), no obstante, son intersecciones completas bajo radical
[Bre79, Her80, Val81] y mucho se ha estudiado sobre las álgebras de Rees simbólicas de
los ideales en esta clase. Sorprendentemente, la respuesta a la pregunta de Cowsik es ne-
gativa incluso para esta clase de primos, el primer ejemplo no-Noetheriano encontrado por
Morimoto y Goto [GM92]. En [Cut91], Cutkosky demostró criterios para que el álgebra de
Rees simbólica de una curva monomial espacial sea Noetheriana, en particular probó que el
álgebra de Rees simbólica de k[ta, tb, tc] es Noetheriana siempre que (a + b + c)2 > abc. La
literatura es vasta, incluso en el caso especial de las curvas monomiales espaciales (ta, tb, tc)
[Cut91, Mor91, GNS91b, GM92, GNW94, GNS91a, HU90, Sri91].
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4. El problema de la Contención

El problema de la Contención 5 para I es una tentativa de comparar las potencias simbóli-
cas y ordinarias de I. En las dos últimas décadas ha habido mucha actividad alrededor de
este problema.

4.1. Un resultado famoso

Por un lado, Ia ⊆ I(b) si y sólo si a > b. Preguntar cuando tenemos I(a) ⊆ Ib es mucho
maś interesante.

Pregunta 4.1 (Problema de la Contención). Sea R un anillo Noetheriano e I un ideal en
R. ¿Cuándo tenemos I(a) ⊆ Ib?

Esta pregunta empaca muchas preguntas juntas. Para comenzar, esta pregunta contiene
el problema de la igualdad, por que la b-ésima potencia simbólica coincide con la b-ésima
potencia ordinaria si y sólo si I(b) ⊆ Ib. Cuando la respuesta es no, el problema de la
contención es una forma de medir la diferencia entre las potencias simbólicas y ordinarias.
Con una respuesta particular para el problema de la contención, digamos I(a) ⊆ Ib, podemos
concluir una estimación por debajo para el mı́nimo grado de un elemento en I(a). De hecho,
esto implica

α
(
I(a)
)
> α

(
Ib
)

= bα(I).

En general, el problema de la contención es d́ıficil, pero podemos responderlo comple-
tamente si tenemos una descripción expĺıcita de las potencias simbólicas y ordinarias de
nuestro ideal. El problema está en que una descripción expĺıcita de las potencias simbólicas
es muy raro.

Ejercicio 4.2. Resolver el problema de la contención para ideales de determinantes genéri-
cos.

Ejercicio 4.3. La segunda potencia simbólica del ideal monomial I = (xy, xz, yz) ⊆ k[x, y, z]
no coincide con su cuadrado. No obstante, I(3) ⊆ I2.

En un anillo Gorenstein, el problema de la contención puede ser reformulado como una
pregunta homológica, un hecho aplicado por Alexandra Seceleanu en [Sec15] y después usado
en [Gri18, Chapter 3] y [Gri] para estudiar el problema de la contención para ideales generados
por los menores 2× 2 de matrices 2× 3 en dimensión 3.

Ejercicio 4.4. Sea (R,m) un anillo local Gorenstein y P un ideal primo de altura dimR−1.
Dados a > b, probar que P (a) ⊆ P b si y sólo si el morfismo ExtdR(R/P b, R)→ ExtdR(R/P a, R)
inducido por la proyección canónica es cero.

Pero no es ni siquiera claro que el problema 4.1 tiene siempre sentido. Dado b, ¿tene-
mos siempre un a tal que I(a) ⊆ Ib? Si para cualquier b existe siempre un a, entonces las
dos familias graduadas de ideales {In} y

{
I(n)
}

son cofinales, entonces inducen topoloǵıas

5The Containment Problem, originalmente.
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equivalentes. En 1985, Schenzel [Sch85] probó una caracterización de cuando {In} y
{
I(n)
}

son cofinales. En particular, si R es un anillo regular e I es un ideal radical en R, entonces
{In} y

{
I(n)
}

son siempre cofinales. No obstante, la caracterización de Schenzel no nos dá
información sobre la relación entre a y b.

Sólo en el f́ın de los años 90 Irena Swanson demostró que las topoloǵıas I-ádica e I-
simbólica son equivalentes si y sólo si son linealmente equivalentes.6

Teorema 4.5 (Swanson, 2000, [Swa00]). Sea R un anillo Noetheriano, e I y J dos ideales
en R. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) {In : J∞} es cofinal con {In}.

(ii) Existe c tal que (Icn : J∞) ⊆ In para todo n > 1.

En particular, dado un ideal radical en un anillo regular, existe un entero c tal que
I(cn) ⊆ In para todo n > 1. Más sorprendentemente, en un anillo regular esta constante
puede ser tomada uniformemente, dependiendo sólo de R.

Definición 4.6 (Altura grande). Sea I un ideal sin primos encajados. La altura grande7 de
I es la altura máxima de un primo asociado de I. Si todos los primos asociados de I tienen
la misma altura, decimos que I tiene altura pura.

Teorema 4.7 (Ein–Lazarsfeld–Smith, Hochster–Huneke, Ma–Schwede [ELS01, HH02, MS18a]).
Sea R un anillo regular e I un ideal radical en R con altura grande h. Tenemos I(hn) ⊆ In

para todo n > 1.

Observación 4.8. Equivalentemente, I(n) ⊆ Ib
n
hc para todo n > 1.

No podemos sustituir la altura grande por la altura en el Teorema 4.7.

Ejemplo 4.9. Consideremos el ideal

I = (x, y) ∩ (y, z) ∩ (x, z) ∩ (a) = (xya, xza, yza) ⊆ k[x, y, z, a],

con altura 1 y altura grande 2. Si pudiésemos sustituir la altura grande por la altura en
el Teorema 4.7, tendŕıamos I(n) = In para cualquier n > 1. No obstante, tal como en el
Ejemplo 2.1, I(2) 6= I2; basta notar que

xyza2 ∈ I(2) = (x, y)2 ∩ (y, z)2 ∩ (x, z)2 ∩ (a)2,

pero todos los elementos en I2 tienen al menos grado 6.

Ejercicio 4.10. Dados enteros c < h, construye un ideal I con altura c y altura grande h
en un anillo de polinomios tal que I(cn) * In para algún n. Sugerencia: usa el Ejercicio 4.51.

6Cuidado: las palabras linealmente equivalentes fueron usadas en el pasado para indicar otras condiciones.
Por ejemplo, Schenzel uso esta palabra para referirse a la condición I(n+k) ⊆ In para todo n > 1 y alguna
constante k.

7Tradución libre de big height.
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Ein, Lazarsfeld y Smith probaron el Teorema 4.7 en el caso geométrico en equicaracteŕısti-
ca 0, usando ideales de multiplicadores. Hochster y Huneke usaron técnicas de reducción a
caracteŕıstica p y técnicas de clausura hérmetica para probar el resultado en equicaracteŕısti-
ca. Recientemente, Ma y Schwede construyeron ideas utilizadas en la reciente solución de la
Conjetura del Sumando Directo8 para definir un análogo de ideales de prueba/multiplicadores
en caracteŕıstica mixta, lo que les permitió demostrar una versión del Teorema 4.7 en carac-
teŕıstica mixta.

Dado un ideal I y algún t > 0, el ideal de multiplicadores J (R, I t) mide las singularidades
de V (I) ⊆ Spec(R), escaladas por t en algún sentido. No definiremos ideales de multipli-
cadores aqúı, pero una definición puede ser encontrada por ejemplo en [ELS01, MS18a]. La
demostración del Teorema 4.7 en caracteŕıstica 0 tiene como base algunas propiedades de los
ideales de multiplicadores:

I ⊆ J (R, I);

Para cualquier n > 1, tenemos J
(
R,
(
P (nh)

) 1
n

)
⊆ P si P es un primo de altura h;

Para enteros n > 1, tenemos J (R, I tn) ⊆ J (R, I t)
n
.

Dadas estas propiedades, para cualquier ideal P de altura h tenemos

P (hn) ⊆ J
(
R,
(
P (nh)

))
⊆ J

(
R,
(
P (nh)

) 1
n

)n
⊆ P n.

En caracteŕıstica p, una idea semejante también funciona, sustituyendo ideales de multi-
plicadores por ideales de prueba.

Observación 4.11. Como corolario del Teorema 4.7, obtenemos una constante uniforme c
como en el Teorema 4.5. De hecho, la altura grande de cualquier ideal es nada más que la
dimensón d del anillo, entonces I(dn) ⊆ In para cualquier n. Podemos mejorar esta constante
para d− 1 por que las potencias simbólicas de ideales maximales coinciden con las potencias
ordinarias.

En anillos no regulares, las topoloǵıas inducidas por las potencias simbólicas y ordinarias
son equivalentes para cualquier ideal primo en un contexto bastante general:

Teorema 4.12 (Huneke–Katz–Validashti, Proposition 2.4 in [HKV09]). Sea R un dominio
local completo. Para todos los ideales primos P , existe una constante h tal que P (hn) ⊆ P n.

No obstante, en un contexto no regular, la existencia de un tal h que sea independente de
P es un problema abierto. La existencia de un tal h nos dá una equivalencia uniforme entre
las topoloǵıas inducidas por las potencias simbólicas y ordinarias, por lo que decimos que
los anillos con esta propiedad tienen la Propiedad de las Topoloǵıas Simbólicas Uniformes9.

8Tradución libre de Direct Summand Conjecture.
9Uniform Symbolic Topologies Property, originalmente.
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Pregunta 4.13 (Toploǵıas Simbólicas Uniformes). Sea R un dominio local completo. ¿Existe
una constante uniforme h dependiendo sólo de R tal que

P (hn) ⊆ P n

para todos los primos P y todos los n > 1?

La respuesta es conocida en algunos contextos especiales.

Teorema 4.14 (Huneke–Katz–Validashti, 2009, [HKV09]). Sea R un anillo local reducido tal
que R tiene una singularidad aislada. Asumamos que R es equidimensional y esencialmente
de tipo finito sobre un campo de caracteŕıstica prima o cero, o tal que R tiene caracteŕıstica
prima y es F-finito. Existe un h > 1 con la siguiente propiedad: para todos los ideales I
conteniendo un elemento regular cuyas topoloǵıas I-simbólica e I-ádica son equivalentes,
I(hn) ⊆ In para todo n > 1.

Este resultado, no obstante, no nos dá estimaciones eficientes para el valor de h. En gene-
ral, encontrar estimaciones expĺıcitas y mejores posibles para esta constante es un problema
muy dif́ıcil. El caso de los ideales primos monomiales en anillos tóricos normales fue resuelto
completamente por Robert M. Walker [Wal16, Wal18].

Ejemplo 4.15 (Carvajal-Rojas — Smolkin, 2018). Sea k un campo de caracteŕıstica prima
y consideremos R = k[a, b, c, d]/(ad − bc). Para todos los ideales primos P en R, tenemos
P (2n) ⊆ P n para cualquier n > 1.

4.2. La caracteŕıstica prima es nuestra amiga

Existen preguntas libres de caracteŕıstica que son más fáciles de atacar usando técnicas
en caracteŕıstica prima. La demostración de Hochster y Huneke de que I(hn) ⊆ In en anillos
regulares es un ejemplo de esta idea [HH02]. Más sorprendentemente, una solución en carac-
teŕıstica p puede a veces ser usada para resolver el mismo problema en equicaracteŕıstica 0,
a través de un método conocido como reducción a caracteŕıstica prima. Vamos a enfocarnos
en el problema de la contención para ideales radicales en anillos regulares de caracteŕıstica
prima p y dar la demostración de Hochster y Huneke del Teorema 4.7.

Cuando tenemos un anillo de caracteŕıstica prima p, ganamos una herramienta simple,
sin embargo muy poderosa:

Definición 4.16. Sea R un anillo de caracteŕıstica prima p. El homomorfismo de Frobenius
es el R-homomorfismo dado por F (x) = xp. Denotamos la e-ésima iteración de Frobenius,
F e(x) = xp

e
, por F e. La e-ésima iteración de Frobenius lleva al ideal I a otro ideal, conocido

como la e-ésima potencia de Frobenius de I, que denotamos por I [p
e]:

I [p
e] :=

(
ap

e

: a ∈ I
)
.

Escribimos F e
∗ (R) para denotar la imagen natural de F e. Este es un R-módulo en el grupo

abeliano R, pero con estructura de R-módulo dada por la acción de Frobenius: r · F e
∗ (s) =

F e
∗ (r

pes).
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Observación 4.17. Si I = (a1, . . . , an), entonces I [p
e] =

(
ap

e

1 , . . . , a
pe

n

)
.

En álgebra conmutativa de caracteŕıstica prima, frecuentemente estudiamos propiedades
de anillos R a través de la estructura de módulo de F e

∗ (R). Muchas singularidades interesantes
pueden ser identificadas a través de la estructura de R-módulo de F e

∗ (R); estas son conocidas
como F -singularidades.

Vamos a considerar solamente anillos regulares de caracteŕıstica prima. Uno de los prin-
cipales hechos que necesitaremos es que en un anillo regular, Frobenius es un homomorfismo
plano. Este es también uno de los puntos en que es crucial que nuestro anillo sea regular: el
hecho de que Frobenius es plano caracteriza anillos regulares.

Teorema 4.18 (Kunz, 1969 [Kun69]). Sea R un anillo local reducido de caracteŕıstica prima
p. Las siguientes condiciones son equivalentes:

R es un anillo regular.

R es plano sobre Rp.

F e
∗ (R) es un R-módulo.

Este teorema tiene muchas consecuencias importantes.

Lema 4.19. Sea R un anillo regular de caracteŕıstica p. Para cualesquiera ideales I y J en
R y cualquier q = pe,

(J : I)[q] =
(
J [q] : I [q]

)
.

Demostración. Dado que F e
∗ (R) es un R-módulo plano por el Teorema 4.18, este es un caso

particular de [Mat89, Theorem 7.4 (iii)].

Lema 4.20. Si R es un anillo regular de caracteŕıstica prima p, Frobenius preserva primos
asociados: Ass (R/I) = Ass

(
R/I [q]

)
para cualquier q = pe.

Demostración. Frobenius es exacto [Kun69, Theorem 2.1] y entonces lleva resoluciones li-
bres minimales a resoluciones libres minimales. En particular, si Q es un ideal primo en
R, Frobenius lleva una resolución libre minimal de (R/I)Q a una resolución libre minimal

de
(
R/I [q]

)
Q

. Además, la longitud de las resolucioness es preservado, entonces las dimen-

siones proyectivas coinciden. Por la fórmula de Auslander-Buchsbaum, eso implica que las
profundidades también coinciden y entonces

depth (R/I)Q = 0 si y sólo si depth
(
R/I [q]

)
Q

= 0.

Por el Lema 1.10, esto completa la prueba.

Observación 4.21. Uno de los ingredientes más importantes que usaremos para probar
I(hn) ⊆ In es entender cuál es el número mı́nimo de generadores de I después de localizar en
cada primo asociado. Si I = Q es un ideal primo de altura h, el único primo asociado a Q es
el propio Q y QQ es el único ideal maximal en un anillo regular local de dimensión h, que es
entonces minimamente generado por h elementos. Para un ideal radical I de altura grande
h, IP está generado por a lo más h elementos cuando localizamos en cada primo asociado P .
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De hecho, dado que I es radical, I = P ∩ J , donde J contiene elementos que no están en P
y entonces IP = PP , que está generado por tantos elementos cuanto la altura de P sea. Por
definición, este número es a lo más h.

Los resultados en [HH02] cubren un caso más general: no es necesario asumir que I es
radical. Las ideas principales son las mismas, pero el número máximo de generadores que
precisamos para IP , donde P varia sobre los primos asociados de I, no es necesariamente
la altura grande h. Para evitar este problema, Hochster y Huneke mostraron que pueden
sustituir IP por una redución minimal de IP , que es generado por tantos elementos cuanto la
propagación anaĺıtica de IP sea. No discutiremos este caso en detalle aqúı, pero este número
es de hecho a lo más la altura grande de P . La forma general del Teorema 4.7 es la siguiente:
tenemos I(hn) ⊆ In para cualquier n > 1, donde h puede ser cualquiera de los siguientes
números (por orden creciente de refinamento):

el máximo valor del número mı́nimo de generadores de IP , donde P varia sobre los
primos asociados de I,

la altura máxima de un primo asociado de I, ó

el máximo valor de la propagación anaĺıtica de IP , donde P vaŕıa sobre los primos
asociados de I.

Cuando I es un ideal radical, todos estos invariantes coinciden. Más sobre reducciones y
propagación anaĺıtica puede ser encontrada en el excelente [SH06, Chapter 8].

Como vimos en el Ejercicio 1.30, si quisieramos probar una cierta contención de idea-
les, es suficiente demostrar que la contención es satisfecha localmente. Usaremos esa idea
repetidamente.

Con las herramentas apropiadas, la conclusión del Teorema 4.7 en caracteŕıstica p para
n = pe es una aplicación extraordinaria del Principio del Palomar.

Lema 4.22 (Hochster-Huneke [HH02]). Supongamos que I es un ideal radical con altura
grande h en un anillo regular R conteniendo un campo de caracteŕıstica prima p > 0. Para
cualquier q = pe,

I(hq) ⊆ I [q].

Demostración. Por el Ejercicio 1.30, basta demostrar que eso es verdad después de localizar
en cada primo asociado de I [q]. Por el Lema 4.20, los primos asociados de I [q] coinciden con
los primos asociados de I. Sea P un primo asociado de I, notemos que IP está generado por
a lo más h elementos. En RQ, queremos demostrar que

IhqQ ⊆ I
[q]
Q .

Consideremos generadores x1, . . . , xh para IQ. Necesitamos demostrar que

(x1, . . . , xh)
hq ⊆ (xq1, . . . , x

q
h) .

Consideremos el elemento xa11 · · ·x
ah
h con a1 + · · · + ah > hq. Dado que (x1, . . . , xh)

hq es
generado por los elementos de esta forma, basta demostrar que xa11 · · ·x

ah
h ∈ (xq1, . . . , x

q
h).

Como a1 + · · · + ah > hq, el Principio del Palomar garantiza que ai > q para algún i y
entonces xaii ∈ (xq1, . . . , x

q
h).

29



De hecho, con la misma técnica pero usando todo el poder del Principio del Palomar,
podemos demostrar la Conjectura de Harbourne 4.33, que discutiremos más tarde, para
potencias de p, un hecho notado por Craig Huneke:

Ejercicio 4.23. Supongamos que I es un ideal radical de altura grande h en un anillo regular
R conteniendo un campo de caracteŕıstica p > 0. Demostrar que para cualquier q = pe,

I(hq−h+1) ⊆ I [q] ⊆ Iq.

Como colorario, obtenemos una respuesta afirmativa para una pregunta de Huneke 4.32
que vamos discutir más tarde en caracteŕıstica 2: siempre tenemos I(3) ⊆ I2.

Para demostrar que I(hn) ⊆ In para cualquier n > 1, necesitamos de técnicas de clausura
hermética. La teoŕıa de clausura hermética, desenvuelta por Hochster y Huneke, tiene muchas
aplicaciones importantes en álgebra conmutativa.

Definición 4.24 (Clausura hermética). Sea R un dominio de caracteŕıstica prima p. Dado
un ideal I en R, la clausura hermética de I es el ideal

I∗ =
(
z ∈ A | existe algún c ∈ R no cero tal que czq ∈ I [q] para todo q = pe � 0

)
.

Observación 4.25. Tenemos siempre I ⊆ I∗.

A veces, es más simple probar que un elemento está contenido en la clausura hermética
de un ideal que en el propio ideal. Esta idea es particularmente útil en un anillo regular, por
que todos los ideales coinciden con su clausura hermética.

Teorema 4.26 (Theorem (4.4) in [HH90]). Sea R un anillo regular conteniendo un campo
de caracteŕıstica prima. Entonces I = I∗ para cualquier ideal I en R.

Teorema 4.27 (Hochster–Huneke, [HH02]). Sea R un anillo regular de caracteŕıstica p e I
un ideal radical de altura grande h. Entonces para cada n > 1, I(hn) ⊆ In.

Demostración. Fijemos n. Demostraremos que si u ∈ I(hn), entonces u ∈ (In)∗, como R
es regular, eso implica que u ∈ In. Necesitamos encontrar un elemento no cero c tal que
crq ∈ (In)q para todo q = pe.

Dado q = pe, podemos escribir q = an + r para enteros positivos a, r > 0 con r < n.
Entonces ua ∈

(
I(hn)

)a ⊆ I(han) y

Ihnua ⊆ Ihrua ⊆ IhrI(han) ⊆ I(han+hr) = I(hq).

Dado que I(hq) ⊆ I [q], tenemos Ihnua ⊆ I [q]. Tomemos la potencia n:

Ihn
2

uan ⊆
(
I [q]
)n

= (In)[q] .

Por la elección de a, sabemos que q > an, entonces

Ihn
2

uq ⊆ Ihn
2

uan ⊆ (In)[q] .

Como R es un dominio, existe algún elemento no cero en c ∈ Ihn2
y tal elemento no depende

de la elección de q. Tal c satisface cuq ∈ (In)[q], entonces u ∈ In.
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Esto puede ser generalizado. El siguiente es [ELS01, Theorem 2.2] en el caso de variedades
complejas suaves y más generalmente [HH02, Theorem 2.6]:

Teorema 4.28 (Ein–Lazersfeld–Smith, Hochster–Huneke). Sea I un ideal radical en un
anillo regular que contiene un campo y h la altura grande de I. Para cualquier n > 1 y
k > 0, tenemos I(hn+kn) ⊆

(
I(k+1)

)n
.

Ejercicio 4.29. Probar el Teorema 4.28 en caracteŕıstica prima, esencialmente repitiendo
la demostración del Teorema 4.27.

Si tomamos k = 0, obtenemos I(hn) ⊆ In. Más aún, en caracteŕıstica prima p, podemos
obtener una extensión de la Conjetura de Harbourne (que discutiremos en la próxima sección)
para potencias de p:

Lema 4.30. Sea I un ideal radical en un anillo regular R de caracteŕıstica p > 0 y h la
altura grande de I. Para cualquier q = pe,

I(hq+kq−h+1) ⊆
(
I(k+1)

)[q]
.

Demostración. Por Ejercicio 1.30, basta probar esta contención después de localizar en cual-

quier primo asociado de
(
I(k+1)

)[q]
. Dado que

Ass
((
I(k+1)

)[q])
= Ass

(
I(k+1)

)
= Ass(I),

se cumple, basta localizar en los primos asociados de I. Si P es un primo asociado de I, lo
que tenemos que probar en RP es lo siguiente:

P hq+kq−h+1
P ⊆

(
P

[q]
P

)k+1

.

Basta usar un argumento semejante al Lema 4.22, con los detalles completos en [HH02,
Lemma 2.4 (a)].

4.3. La Conjetura de Harbourne

El Teorema 4.7 puede a veces ser mejorado.

Ejemplo 4.31. El ideal I = (x, y) ∩ (x, z) ∩ (y, z) en el Ejemplo 2.1 tiene altura pura 2,
entonces el Teorema 4.7 implica que I(2n) ⊆ In para cualquier n > 1. No obstante, I(3) ⊆ I2,
pero el teorema solamente dice que I(4) ⊆ I2.

Pregunta 4.32 (Huneke, 2000). Para un ideal primo P de altura 2 en un anillo local regular
conteniendo un campo, ¿tenemos siempre P (3) ⊆ P 2?

Esta pregunta continúa abierta incluso en dimensión 3. Harbourne propuso la siguiente
generalización de la Pregunta 4.32, primero publicada en [HH13, BRH+09]:

Conjetura 4.33 (Harbourne, 2006). Sea I un ideal radical homogéneo en k[PN ] y h la altura
grande de I. Para cualquier n > 1,

I(hn−h+1) ⊆ In.
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Observación 4.34. Equivalentemente, la Conjetura de Harbourne pregunta si I(n) ⊆ Id
n
h
e

para cualquier n > 1.

Observación 4.35. Cuando h = 2, la conjetura pregunta si I(2n−1) ⊆ In, en particular si
I(3) ⊆ I2.

Como vimos antes, I(hn−h+1) ⊆ In es satisfecho en caracteŕıstica prima p si tomamos
n = pe. Hay algunos casos en que sabemos que esta conjetura es satisfecha:

Si I es un ideal monomial ([BRH+09, Example 8.4.5]);

Si I corresponde a un conjunto genérico de puntos en P2 ([BH10]) o P3 ([Dum15]);

Si I corresponde a una configuración de puntos en estrella ([HH13]),

entre otros. Veremos que la conjetura también es satisfecha si I define un anillo F-puro y en
particular eso recupera el resultado sobre ideales monomiales.

Ejercicio 4.36. Sea I un ideal monomial libre de cuadrados. Probar que I satisface la
Conjetura de Harbourne.

Sugerencia: dado un ideal monomial, podemos tomar una especie de potencia de Frobe-
nius falsa:

I [n] =
(
fn
∣∣ f ∈ I es un monomio

)
.

Tal como la notación sugiere, estas se comportan de una forma similar a las potencias de
Frobenius.

Desafortunadamente, la Conjetura 4.33 es demasiado general; no es satisfecha por todos
los ideales homogenéos radicales, ni incluso por ideales de puntos.

Ejemplo 4.37 (Configuración de puntos de Fermat). Sea n > 3 un entero y consideremos un
campo k de caracteŕıstica diferente de 2 tal que k contiene n diferentes ráıces de la unidad.
Sea R = k[x, y, z] y consideremos el ideal

I = (x(yn − zn), y(zn − xn), z(xn − yn)) .

Cuando n = 3, este ideal corresponde a una configuración de 12 puntos en P2, como es
descrito en la Figura 1. En P2(C), estos 12 puntos son dados por los 3 puntos coordenados
juntamente con los 9 puntos definidos por las intersecciones de y3 − z3, z3 − x3 y x3 − y3.

El ideal radical I tiene altura pura 2. No obstante, I(3) * I2, el elemento f = (yn −
zn)(zn − xn)(xn − yn) ∈ I(3) pero no es un elemento de I2. Esto puede ser demostrado a
través de argumentos geométricos, notando que f define 9 lineas, que pasan por los 12 puntos
tres a tres.

Eso fue descubierto primero por Dumnicki, Szemberg y Tutaj-Gasińska [DSTG13] en
k = C y después extendido en [HS15, Proposition 3.1] para cualquier k y cualquier n. Otras
extensiones de este ejemplo pueden ser encontradas en [Dra17, MS18b].

Otras configuraciones de puntos en P2 producen ideales que fallan I(3) ⊆ I2, tales como
las configuraciones de Klein y Wiman [Sec15]. Dada una configuración de puntos en Pk que
produce un ideal I con I(hn−h+1) * In, podemos producir otros contra-ejemplos a través de
morfismos planos Pk → Pk, como en el trabajo de Solomon Akesseh [Ake17].
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Figura 1: Configuración de puntos de Fermat cuando n = 3.

Ejemplo 4.38. Harbourne y Seceleanu [HS15] mostraron que I(hn−h+1) ⊆ In puede fallar
para valores de n arbitrariamente grandes en caracteŕıstica prima. No obstante, estos contra-
ejemplos son construidos en una forma que depende de n: para cada n existe un ideal In de
altura pura 2 (correspondiendo, una vez más, a una configuración especial de puntos en P2)

que falla I
(hn−h+1)
n ⊆ Inn .

No obstante, todos estos ejemplos satisfacen la siguiente conjetura:

Conjetura 4.39 (Harbourne stable [Gri]). Si I es un ideal radical de altura grande h en un
anillo regular, entonces I(hn−h+1) ⊆ In para todo n� 0.

Esencialmente, preguntamos si la Conjetura de Harbourne es satisfecha para n grande —
donde suficientemente grande depende de I, tal como los ejemplos de Harbourne y Seceleanu
sugieren [HS15]. No tenemos ningún contra-ejemplo para esta conjetura.

También no tenemos contra-ejemplos primos para la Conjetura de Harbourne. En parti-
cular, P (3) ⊆ P 2 puede ser verdad para los primos en un anillo de series de potencias.

4.4. La Conjetura de Harbourne en caracteŕıstica p

Vamos a demostrar que la Conjetura de Harbourne es satisfecha por ideales I para los
cuales R/I es un anillo con buenas propiedades: si R/I es F-puro.

Definición 4.40 (Anillo F-finito). Sea A un anillo Noetheriano de caracteŕıstica prima p.
Decimos que A es F-finito si A es un módulo finitamente generado sobre si mismo a través
de la acción de Frobenius.

Definición 4.41. Cuando A es F-finito y reducido, podemos hablar del anillo de las pe-
ésimas ráıces de A, denotado por F e

∗A y podemos identificar la inclusión A ↪→ F e
∗A con F e.

El hecho de que A es F-finito implica que F e
∗A es un módulo finitamente generado sobre A

para cualquier q = pe.

Ejemplo 4.42. Si k es un campo perfecto, entonces k[x1, . . . , xn] es F-finito. De hecho,
cualquier álgebra esencialmente de tipo finito sobre k es F-finita.
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Vamos a estudiar anillos F-puros, que fueron introducidos por Hochster y Roberts en
[HR76].

Definición 4.43 (Anillo F-puro). Sea A un anillo Noetheriano de caracteŕıstica p > 0.
Diremos que A es F-puro si para cualquier A-módulo M , F ⊗ 1 : A ⊗M −→ A ⊗M es
inyectivo.

Definición 4.44 (Anillo F-split). Sea A un anillo Noetheriano de caracteŕıstica p > 0. Dire-
mos que A es F-split si la inclusión R ↪→ F e

∗R se escinde para cualquier (equivalentemente,
algún) q = pe, o equivalentemente si existe un morfismo de R-módulos F e

∗R ↪→ R tal que la
composición

R // F e
∗Rcc

es la identidad en R.

Lema 4.45. Si A es F-finito, entonces A es F-puro si y sólo si A es F-split.

Demostración. En [HR76, Corollary 5.3].

El siguiente teorema caracteriza los ideales en un anillo regular local que definen anillos
F-puros:

Teorema 4.46 (Criterio de Fedder para F-pureza, Theorem 1.12 en [Fed83]). Sea (R,m) un
anillo local regular de caracteŕıstica p > 0. Dado un ideal I en R, R/I es F-puro si y sólo si
para cualquier q = pe � 0, tenemos (

I [q] : I
)
* m[q].

Algunos ejemplos de anillos F-puros:

Anillos regulares son siempre F-puros.

Si I es un ideal monomial libre de cuadrados en un anillo de polinomios sobre un
cuerpo, entonces R/I es un anillo F-puro. (¡Ejercicio!)

Anillos de Veronese de anillos de polinomios son F-puros: la k-álgebra generada por
todos los monomios en v variables en un grado fijo d.

Anillos de determinantes genéricos son F-puros.

Una de las ventajas de este criterio es que también es suficiente probar
(
I [p] : I

)
* m[p].

Podemos probar eso con Macaulay2 [GS] cuando R es un anillo de polinomios sobre un
campo de caracteŕıstica p, donde tomamos a m el ideal generado por todas las variables.

Ahora estamos preparados para demostrar que si R es un anillo regular y R/I es F-puro,
entonces I satisface la Conjetura de Harbourne. El resultado que queremos demostrar es el
siguiente:

Teorema 4.47 (Theorem 3.3 in [GH19]). Sea R un anillo regular de caracteŕıstica prima p.
Sea I un ideal en R con altura grande h. Si R/I es F-puro, entonces I satisface la Conjetura
de Harbourne: para cualquier n > 1 tenemos I(hn−h+1) ⊆ In.
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Este teorema también es válido en algunos anillos singulares: si R es un anillo F-finito
Gorenstein, basta asumir que I tiene dimensión projectiva finita [GMS19].

La idea de la demostración es estudiar los ideales
(
In : I(hn−h+1)

)
. El ideal (J : I) mide

la falla de I ⊆ J , tenemos (J : I) = R precisamente cuando I ⊆ J . Para demostrar que(
In : I(hn−h+1)

)
= R, necesitamos demostrar que este ideal contiene algún ideal grande; el

Criterio de Fedder 4.46 nos sugiere un candidato perfecto. La demostración en [GH19] sigue
estos pasos: demostramos que (

I [q] : I
)
⊆
(
II(n) : I(n+h)

)[q]
,

para cualquier ideal I y cualquier q = pe � 0, cuando R/I es F-puro esto implica la
Conjetura de Harbourne. La prueba que mostraremos aqúı usa las mismas técnicas, pero en
realidad vamos a demostrar un lema más poderoso.

Lema 4.48. Sea R un anillo regular de caracteŕıstica prima p. Sea I un ideal radical en R
y h la altura grande de I. Para cualquier n > 1,(

I [q] : I
)
⊆
(
II(n) : I(n+h)

)[q]
para q = pe � 0.

Demostración. Primero, notamos que(
II(n) : I(n+h)

)[q]
=
((
II(n)

)[q]
:
(
I(n+h)

)[q])
,

por el Lema 4.19. Sea s ∈
(
I [q] : I

)
. Entonces sI(n+h) ⊆ sI ⊆ I [q] y aśı

s
(
I(n+h)

)[q] ⊆ (sI(n+h)) (I(n+h))q−1 ⊆ I [q]
(
I(n+h)

)q−1
.

Mostraremos que (
I(n+h)

)q−1 ⊆ (I(n))[q] ,
lo que implica que

s
(
I(n+h)

)[q] ⊆ (II(n))[q] ,
completando la prueba.

Por el Lema 1.21, (
I(n+h)

)q−1 ⊆ I((n+h)(q−1)).

Por el Lema 4.30 con k = n− 1, obtenemos lo siguiente:

I(hq+(n−1)q−h+1) ⊆
(
I(n)
)[q]

.

Mostraremos que para q � 0,
(
I(n+h)

)q−1 ⊆ I(hq+(n−1)q−h+1), lo que concluirá la prueba

de que
(
I(n+h)

)q−1 ⊆ (I(n))[q]. Basta ahora demostrar que

(n+ h)(q − 1) > hq + (n− 1)q − h+ 1

dado que q � 0. Para verificar esa desigualdad para q � 0, basta comparar los coeficientes
de q y notar que n+ h > n+ h− 1. Otra opción es resolver la desigualdad expĺıcitamente y
concluir que basta tomar q > n+ 1.
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Corolario 4.49. Sea R un anillo regular de caracteŕıstica prima p e I un ideal en R con
altura grande h. Si R/I es F-puro, entonces para cualquier n > 1 tenemos

I(n+h) ⊆ II(n).

Demostración. El primero paso es reducir al caso local, lo que podemos hacer usando el
Ejercicio 1.30, sabiendo que la altura grande de un ideal no puede aumentar después de una
localización y que cualquier localización de un anillo F-puro es F-pura [HR74, 6.2]. Entonces
podemos ahora suponer que (R,m) es un anillo regular local y que R/I es F-puro.

Fijemos n > 1 y sea q como en el Lema 4.48. Para cualquier q � 0,(
I [q] : I

)
⊆
(
II(n) : I(n+h)

)[q]
.

Si I(n+h) * II(n), entonces tendŕıamos
(
II(n) : I(n+h)

)[q] ⊆ m[q], contradiciendo el Criterio de
Fedder.

Finalmente, podemos ahora demostrar que la Conjetura de Harbourne es satisfecha para
cualquier ideal que define un anillo F-puro.

Ejercicio 4.50. Probar el Teorema 4.47 usando el Corolario 4.49: demuestra que si R es
un anillo regular de caracteŕıstica p y R/I es F-puro, entonces I satisface la Conjetura de
Harbourne.

Es natural preguntar si podemos mejorar la respuesta al Problema de la Contención dada
por el Teorema 4.47. Por ejemplo, para cada n > 1 podŕıamos tener I(hn−h) ⊆ In, pero eso
no es verdad para todos los ideales que definen anillos F-puros.

Ejercicio 4.51. Sea R = k[x1, . . . , xd] y consideremos el ideal monomial libre de cuadrados

I =
⋂
i<j

(xi, xj) .

Demuestra que tenemos I(2n−1) * In para cualquier n > 1, pero I(2n−2) * In para n < d.
¿Qué pasa para n = d? ¿Podemos generalizar ese ejemplo para cualquier altura mayor que
2?

Por otro lado, el Corolario 4.49 implica algo más fuerte que la Conjetura de Harbourne.

Ejercicio 4.52. Sea R un anillo regular de caracteŕıstica p > 0 y consideremos el ideal I en
R tal que R/I es F-puro. Demuestra que dado un entero c > 1, si I(hk−c) ⊆ Ik para algún n,
entonces I(hn−c) ⊆ In para todo n� 0.

Cuando R/I es F-regular, podemos de hecho mejorar el Teorema 4.47.

Definición 4.53 (Anillo F-regular). Un anillo Noetheriano reducido F-finito R es F-regular
si para cada c ∈ R que no pertence a ningún primo minimal de R existe e � 0 tal que el
morfismo R→ R1/pe que envia 1 a c1/p

e
se escinde como un morfismo de R-módulos.
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Anillos de determinantes genéricos y anillos de Veronese son ejemplos de anillos F -
regulares.

Teorema 4.54 (Theorem 4.1 en [GH19]). Sea R un anillo F-finito regular de caracteŕıstica
prima p y consideremos un ideal I en R con altura grande h tal que R/I es F -regular. Para
cualquier n > 1,

I((h−1)n+1) ⊆ In+1.

Cuando h = 2, eso significa que I(n) = In para cualquier n.

Este teorema esencialmente dice que si R/I es F -regular, entonces I satisface una versión
de la Conjetura de Harbourne en que sustitúımos la altura grande h de I por h− 1.

Este resultado usa un criterio como el criterio de Fedder para F -regularidad juntamente
con el siguiente lema [GH19, Lemma 3.2]:

Lema 4.55. Sea R un anillo regular de caracteŕıstica prima p, I un ideal en R y h > 2 la
altura grande de I. Entonces para cada d > h− 1 y para todo q = pe,(

Id : I(d)
) (
I [q] : I

)
⊆
(
II(d+1−h) : I(d)

)[q]
.

El criterio parecido al Criterio de Fedder de que necesitamos fue probado por Donna
Glassbrenner:

Teorema 4.56 (Criterio de Glassbrenner para F -regularidad fuerte [Gla96]). Sea (R,m) un
anillo F-finito regular local de caracteŕıstica prima p. Dado un ideal radical propio I de R,
R/I es F-regular si y sólo si para cada elemento c ∈ R que no está en ningún primo minimal
de I, c

(
I [q] : I

)
* m[q] para cada q = pe � 0.

Ejercicio 4.57. Sea I un ideal en un anillo Noetheriano. Probar que
(
Id : I(d)

)
siempre

contiene un elemento que no está contenido en ninguno de los primos minimales de I.

Ejercicio 4.58. Probar el Teorema 4.54 usando el Lema 4.55.

Ejercicio 4.59. Encontrar ejemplos de primos de altura 2 definiendo anillos F-regulares que
no son generados por sucesiones regulares.

37
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anillo F-puro, 34
anillo F-regular, 36
anillo F-split, 34

big height, 25
blowup simbólico, 22
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